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La logique est d'abord une science 
nalurelle. 

F. GONSETH. 

Das der Arbeit vorangestellte Motto ist der Untertitel des 
Kapitels La physique de L'objet quelconque aus dem Werk Les  m a t h 6  
matiques et la re'alite ; diese Physik erweist sich im wesentlichen als 
eine Form der klassischen Aussagenlogik, welche so einerseits eine 
typische Realisation erhalt und sich andersei I s  auf fast selbstver- 
standliche Art des Absolutheitsanspruches entkleidet findet, mit  dem 
sie zeitweise behangt wurde. Die folgenden Ausfuhrungen schliessen 
sich an diese Betrachtungsweise an und mochten in demselben 
empirischen Sinn verstanden sein. 

Wir gehen aus von einem Bereich B von Aussagen und stellen 
uns die Aufgabe, die Struktur dieses Bereiches zu untersuchen. 
Eine solche strukturelle Beschreibung von B ist erst moglich, wenn 
zwischen den Elementen von B gewisse Rclationen oder Opera- 
tionen definiert sind. Die einfachste Beziehung durfte wohl die 
Folgebeziehung (( a + b o (a  und b Aussagen von B )  sein, und sie 
soll den folgenden Untersuchungen zugrunde gelegt werden ; wir 
setzen nicht voraus, dass die Aussage (( a + b D selbst wieder eine 
Aussage von B ist, wenn dies auch anderseits nicht ausgeschlossen 
werden soll. Betrachten wir etwa das folgende Beispiel : Der 
Bereich B bestehe aus den zehn Aussagen : (( Es ist warm )), (( Es ist 
kalt o, (( Es regnet o, (( Es schneit o, (( Die Sonne scheint o, (( Es ist 
nicht warm )), (( Es ist nicht kalt )), (( Es regnet nicht )), (( Es schneit 
nicht o, (( Die Sonne scheint nicht )) ; fur gewisse a, b aus B gilt die 
Implikation a a + b o, fur gewisse Paare gilt sie sicher nicht, 
wahrend es fur andere zweifelhaft bleiben mag ; Ueispiele sind 
etwa : (( Wenn es warm ist, so ist es nicht kalt o, (( Wenn es kalt ist, 



240 E. SPECKER 

so schneit es D, (( Wenn es regnet, so schneit es riicht D. Mit  der 
Problematik, die durch das dritte Beispiel angedeutet wird, dass 
namlich die Implikation fi a -+ b B fur gewisse Paare zweifelhai‘t 
sein mag, beschaftigen wir uns im folgenden nicht : fur irgend zwei 
Aussagen a, b von B stehe fest, ob ( ( a  + b o gilt oder nicht. Be- 
sonders hingewiesen sei noch auf das zweite Beispiel (( Wenn es kalt 
ist, so schneit es o, von welcher Implikation wir gesagt haben, dass 
sie nicht gelte. Damit soll natiirlich nicht behauptet werden, dass 
es nicht etwa kalt sein und schneien konne, sondern es soll nur 
gesagt sein, dass es nicht immer schneit, wenn es kalt ist. Damit 
ist zum Ausdruck gebracht, dass die Aussagen (( Es ist kalt )) usw. 
nicht etwa als Abkurzungen gemeint sind fur ((Es ist kalt um 
11.50 h am 1. Mai 1960 beim Gartentor der Liegenschaft Goldauer- 
strasse 60 in Zurich )) (mit eventuell beigefugten weiteren Prazi- 
sierungen, falls solche vergessen sein sollten), sondern in der Allge- 
meinheit (als (( Aussagenformen ))), in welcher sie in die Formu- 
lierung von Naturgesetzen eingehen. 

Auf Grund der Folgebeziehung ist es nun moglich anzugeben, 
wann eine Aussage c von B als Konjunktion der Aussagen a, b von B 
anzusprechen ist : Dazu ist erstens notig, dass die Implikationen 
(( c + a )) und c + b B gelten (falls a und by so a ; falls a und b, so b)  
und dass c die folgende Extremalbedingung erfulle : Falls fur irgend 
ein c’ in 13 gilt (( c’ a P und (( c’ + b n, so gilt auch (( c‘ + c )) (falls 
gilt c’ impliziert a und c’ impliziert b,  so gilt auch c‘ impliziert a 
und b) .  Es ist nun keineswegs selbstverstandlich, dass der Bereich 
B ein Element enthalt, das diese Eigenschaften besitzt; fur das 
oben angefuhrte Beispiel von zehn Aussagen gibt es zum Beispiel 
zu keinem Paar verschiedener Elemente eine Konj unktion. Dage- 
gen ist durch dieses Beispiel natiirlich nicht ausgeschlossen, dass 
es zu einem Bereich B stets einen umfassenderen Bereich B‘ gibt, 
der diese Abgeschlossenheitseigenschaft besitzt, und mehr als dies 
ist auch nicht gemeint, wenn gesagt wird, dass es zu zwei beliebigen 
Aussagen stets eine Konjunktion gebe. Bevor wir uns aber dieser 
Frage zuwenden, soll untersucht werden, ob die Konj unktion 
zweier Aussagen eindeutig bestimmt ist. 1st sowohl c, als auch c, 
eine Konjunktion von a und b, so gelten nach unserer Festsetzung 
die Implikationen (( c,+ c, o und (( c, + c, )) (dafur schreiben wir 
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auch (( c, e C,D und sagen, c, und c, seien aquivalent). Aquivalente 
Aussagen brauchen nicht gleich zu sein (Beispiel : (( Es blitzt und 
donnert o, (( Es donnert und blitzt n) ; wird deshalh Eindeutigkeit 
der Konjunktion (und auch der ubrigen Verknupfungen) ge- 
wunscht, so werden statt  der Aussagen selbst ihre Aquivalenz- 
klassen betrachtet, und es wird gezeigt, dass die Aquivalenz- 
klasse der Konjunktion zweier Aussagen nur abhangt von den 
Aquivalenzklassen der verknupften Aussagen. Im Falle der klas- 
sischen Logik wird man so zu den Booleschen Verbanden gefiihrt ; 
ein analoges Vorgehen ist aber auch in wohl allen andern betrach- 
teten Logikkalkulen moglich (wie in der intuitionistischen, der 
modalen und der mehrwertigen Logik). Die Moglichkeit des uber- 
ganges zu Aquivalenzklassen setzt zuniichst einmal voraus, dass 
die Beziehung (( c t) d o im eigentlichen Sinne eine Aquivalenz- 
relation sei, das heisst, dass sie die Eigenschaften der Reflexivitat 
((( c H c o), der Symmetrie (falls (( c H rl o, so (( d e c o) und der 
Transitivitat (falls (( c CJ d o und (( d t) e v ,  so auch (( c t+ e 1)) 

besitze. Von diesen Eigenschaften ist diejenige der Symmetrie auf 
Grund der Definition von (( c+ )) aus der Implikation (( + H erfullt; 
die Reflexivitat (( c H c o ergibt sich aus dem Bestehen der Impli- 
kation (( c --+ c D. Da wir his jetzt keine Voraussetzung uber die 
Implikation gemacht haben, kann selbstverstandlich (( c + c o 
nicht bewiesen werden, doch wird auch unsere folgende Analyse 
des Begriffes der Implikation keinen Anlass geben, von (( c -+ c D 
abzugehen. Die Transitivitat der Beziehung (( t) )) wird iiblicher- 
weise aus der Transitivitat der Implikation erschlossen : Falls 
(( c --+ d )) und (( d --+ e o, so auch B c + e )). Es mag vielleicht zu- 
nachst den Anschein haben, dass diese Transitivitat genau so wie 
das Bestehen von (( c + c )) so eng mit dem Begriff der Implikation 
verbunden ist, dass es sinnlos ware, eine nicht transitive Beziehung 
(( Implikation D zu nennen. Dass dem nicht ganz so ist, moge die 
folgende Geschichte zeigen, die sich allerdings vor langer Zeit und 
in einem fernen Land abspielt. 

An der assyrischen Prophetenschule in Arba’ilu unterrichtete 
zur Zeit des Konigs Asarhaddon ein Weiser aus Ninive. Er war ein 
hervorragender Vertreter seines Faches (Sonnen- und Mondfinster- 
nisse), der ausser an  den Himmelskorpern fast nur an seiner 
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Tochter Anteil nahm. Sein Lehrerfolg war bescheiden, das Fach 
galt als trocken und verlangte wohl auch mathematische Vor- 
kenntnisse, die kaum vorhanden waren. Fand er so im Unter- 
richt bei den Schulern nicht das Interesse, das er sich gewunscht 
hatte, so wurde es ihm auf anderem Gebiet in uberreichem Masse 
zu Teil : Kaum hatte seine Tochter das heiratsfahige Alter erreicht, 
so wurde er von Schulern und jungen Absolventen mit Heiratsan- 
tragen fur sie iiberhauft. Und wenn er auch nicht glaubte, dass er 
sie fur immer bei sich behalten wollte, so war sie doch noch vie1 zu 
jung und die Freier ihrer auch keineswegs wurdig. Und damit 
sich jeder gleich selbst von seiner Unwurdigkeit uberzeugen konnte, 
versprach er sie demjenigen zur Frau, der eine ihm gestellte 
Aufgabe im Prophezeien lose. Der Freier wurde vor eirien 
Tisch gefuhrt, auf dem reihweis drei Kastchen standen, und auf- 
gefordert, anzugeben, welche Kastchen einen Edelsteiri enthalten 
und welche leer seien. Und wie mancher es auch versuchte, es 
schien unmoglich, die Aufgabe zu losen. Nach seiner Prophezeiung 
wurde namlich jeder Freier vom Vater aufgefordert, zwei Kast- 
chen zu offnen, welche er beide als leer oder beide als nicht leer 
bezeichnet hatte : es stellte sich stets heraus, dass das eine einen 
Edelstein enthielt und das andere nicht, und zwar lag der Edelstein 
bald im ersten, bald im zweiten der getiffneten Kastchen. Wie ahcr 
sollte es moglich sein, von drei Kastchen weder zwei als leer noch 
zwei als nicht leer zu bezeichnen? Die Tochter ware so wohl his 
zum Tode ihres Vaters ledig geblieben, hiitte sie nicht nach cler 
Prophezeiung eines Prophetensohnes hurtig selbst zwei Kastchen 
geoffnet, und zwar eines von den als gefullt und eines von den nls 
leer bezeichneten, welche sich denn auch wirklich als solche erwicsen. 
h u f  den schwachen Protest des Vaters, dass er zwei antlere 
Kastchen geoffnet haben wollte, versuchte sie auch noch das dritte 
Kastchen zu offnen, was sich aber als unmoglich erwies, worauf 
der Vater die nicht widerlegte Prophezeiung brummend als gelungen 
gelten liess. 

Zur logischen Analyse der gestellten Prophezeiungsaufgnbe 
fuhren wir die folgenden sechs Aussagen Ai, AT ( i  = 1 ,  2, 3) ein, 
wobei A ,  bedeute, dass das i-te Kastchen gefiillt, AT, dass es leer 
sei. Aus den von den Freiern gemachten Versuchen ergibt sich, dass 
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im Bereich dieser Aussagen die folgenden Implikationen gelten : 
A i  -+ AT, AT -+ A j  (fur jedes Paar i, j verschiedener der Zahlen 1, 
2, 3)  ; auch die Implikationen A ;  + A i  und AT -+ AT ( i  = 1 ,  2, 3)  
sind selbstverstandlich erfiillt. Es gelten somit die Implikationen 
A ,  + A%,  A :  -+ A,, wahrend A ,  -+ A ,  nicht gilt, sondern vielmehr 
A ,  + A:.  Es ist klar, dass von diesen drei Implikationen nur darum 
keine widerlegt werden kann, weil es unmoglich ist, alle drei 
Kastchen zu offnen. Wir haben damit eine Voraussetzung gefunden, 
ohne welche der Schluss von den Implikationen (( a j b )), (( b + c 
auf die Implikation (( a -+ c )) nicht ohne weiteres moglich ist : Die 
Aussagen a, b,  c mussen alle drei zusammen nachprufbar sein. (Die 
Implikation (( a -+ b B soll naturlich stets so aufgefasst werden, dass 
a und b zusammen nachprufbar sind und dass stets, wenn dies 
getan wird, mit a auch b erfullt ist.) 

Die Schwierigkeiten, die durch Aussagen entstehen, welche 
nicht zusammen entscheidbar sind, treten besonders deutlich hervor 
bei Aussagen uber ein quantenmechanisches System. Im Anschluss 
an die dort ubliche Terminologie wollen wir solche Gesamtheiten 
von Aussagen als nicht gleichzeitig entscheidbar bezeichnen ; die Lo- 
gik der Quantenmechanik ist zuerst von Birkhoff und von Neumann 
in [ 11 untersucht worden. Auf ihre Ergebnisse soll zuruckgekommen 
werden. In einem gewissen Sinne gehoren aber auch die schola- 
stischen Spekulationen uber die (( Infuturabilien )) hieher, das heisst 
die Frage, ob sich die gottliche Allwissenheit auch auf Ereignisse 
erstrecke, die eingetreten waren, falls etwas geschehen ware, was 
nicht geschehen ist. (Vgl. hiezu etwa [ 3 ] ,  Bd. 3, S. 363.) 

Falls wir somit in Betracht ziehen, dass nicht alle Gesamtheiten 
von Aussagen gleichzcitig entscheidbar sind, gehort zur Beschrei- 
bung der Struktur einer Gesamtheit B von Aussagen neben der 
Implikation auch die Angabe der Menge r derjenigen Teilgesamt- 
heiten von B, welche gleichzeitig entscheidbar sind. Falls fur zwei 
Elemente a, b aus B gilt (( a -+ b )), so sei (a, b )  in I'. Da wir ins- 
besondere fur jedes a annehmen, dass (( a + a )), so ist (a)  in I', das 
heisst, B enthalt keine unentscheidbaren Aussagen. Ferner setzen 
wir nun voraus, dass die Implikation transitiv ist und dass somit B 
unter (( e )) in Klassen aquivalenter Aussagen zerfallt. Um aber 
von B zur Gesamtheit B' der Aquivalenzklassen ubergehen zu 
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konnen, brauchen wir die weitere Voraussetzung, dass die Menge r 
mit der Klasseneinteilung vertraglich ist, das heisst zum Beispiel, 
dass falls (a ,  b)  in T und (( a H a’ o auch gilt (a’, b)  in r. Dies wollen 
wir nun annehmen und erhalten d a m  eine Gesamtheit B’ mit einer 
Relation (4 + o, welche B’ teilweise ordnet, sowie eine Menge r‘ von 
Teilmengen von B’ ; r‘ enthalt alle Einermengen, mit jeder Menge 
ihre Teilmengen und falls (( a 3 b o die Menge (a, b).  Birkhoff und 
von Neumann haben gezeigt, dass die Menge B‘ die auf diese Art 
der Aussagenmenge B uber ein quantenmechanisches System zuge- 
ordnet ist, isomorph ist der Gesamtheit der linearen abgeschlossenen 
Teilraurne eines komplexen Hilbertschen Raumes (welcher in Spe- 
zialfallen ein unitarer Raum sein kann) ; die Implikation entspricht 
der Relation des Enthaltenseins. Einer Gesamtheit C von Teilraumen 
entspricht genau dann eine Gesamtheit aus F’, wenn es eine unitare 
Basis des Raumes gibt, welche fur jeden Teilraum von C eine Basis 
enthalt. Es kann gezeigt werden, dass dies schon dann der Fall ist, 
wenn es zu je zwei Raumen aus C: eine solche Basis gibt ;  diese 
Bedingung ist genau dann erfullt, wenn die Teilraume im Sinne der 
Elernentargeometrie orthogonal sind, das heisst, wenn das total- 
orthogonale Komplement des Durchschnittes die Teilraume in total- 
orthogonalen Raumen schneidet. Eine Gesamtheit von Aussagen 
uber ein quantenmechanisches System ist somit genau dann gleich- 
zeitig entscheidbar, wenn je zwei Aussagen der Gesamtheit es sind. 
Weiter kann leicht gezeigt werden, dass jede solche Gesamtheit von 
Aussagen in einem Booleschen Verhand enthalten ist, das heisst, 
dass fur sie die klassische Logik gilt.. (Eine entsprechende Voraus- 
setzung erscheint auch fur eine allgemeine Theorie als naturlich.) 
Es ist so insbesondere jeder Aussage a eine Negation a zuge- 
ordnet; a ist mit b genau dann gleichzeitig entscheidbar, wenn 
a es mit b ist. Zwei gleichzeitig entscheidbaren Aussagen a, b ist eine 
Konjunktion und eine Disjunktion zugeordnet, und alle diese Aus- 
sagen sind gleichzeitig entscheidbar. Auf Grund der oben ange- 
fuhrten Charakterisierung konnte auch nicht gleichzeitig entscheid- 
baren Aussagen eine Konjunktion und analog auch eine Disjunktion 
zugeordnet werden ; in der Gesamtheit der Teilraume des Hilbert- 
raumes entsprechen diese Operationen dem Durchschnitt und dem 
aufgespannten Teilraum. Im Gegensatz zur Arbeit von Birkhoff und 
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von Neumann sol1 darauf hier aber verzichtet werden, da es fur  
die folgende Problemstellung wesentlich ist, dass die Operationen 
nur fur gleichzeitig entscheidbare Aussagen definiert sind. Wir 
wollen uns namlich der Frage zuwenden, ob es moglich ist, die 
Gesamtheit der (abgeschlossenen) Teilraume eines Hilbertraumes 
so in einen Booleschen Verband einzubetten, dass die Negation, 
sowie Konjunktion und Disjunktion soweit sie definiert sind (das 
heisst fur orthogonale Teilraume) ihre Bedeutung beibehalten. Die 
Frage l a s t  sich auch anschaulicher folgendermassen formulieren : 
Kann die Beschreibung eines quantenmechanischen Systems durch 
Einfiihrung von zusatzlichen - fiktiven - Aussagen so erweitert 
werden, dass im erweiterten Bereich die klassische Aussagenlogik 
gilt (wobei naturlich fur gleichzeitig entscheidbare Aussagen Nega- 
tion, Konjunktion und Disjunktion ihre Bedeutung beibehalten 
sollen) ? 

Die Antwort auf diese Frage ist negativ, ausser im Fall von 
Hilbertschen (d. h. unitaren) Raumen der Dimension 1 und 2. Im 
Falle der Dimension 1 ist der Verband der Teilraume der Boolesche 
Verband von zwei Elementen. Im Fall der Dimension 2 lasst sich 
der Verband der Teilraume folgendermassen beschreiben : Es gibt 
Teilraume H (ganzer Raum), 0 (Raum aus Nullvektor) und A , ,  B, 
(wobei a eine Menge der Machtigkeit des Kontinuunis durchlauft) ; 
H und 0 sind zu allen Teilraumen orthogonal, A ,  und B, 
genau zu H ,  0, A ,  und B,. Das Komplement (die Negation) von 
A ,  ist B, und umgekehrt, die Negation von Ii ist 0 und umgekehrt. 
Die Konjunktion von A ,  und B, ist 0, ihre Disjunktion ist H ;  
H und 0 sind Eins- und Nullclement des (( teilweisen Verbandes o : 
O - C = C ,  0 - C = O ,  H - C = I i ,  H - C = C ( C b e l i e -  
biger Teilraum). Es ist leicht zu sehen, dass diese Struktur in 
einen Booleschen Verband cingebettet werden kann. Dass eine 
solche Einbettung von der Dimension 3 an nicht mehr moglich ist, 
folgt daraus, dass sie fur dreidimensionale Raume nicht moglich ist. 
Der Anschaulichkeit halber wollen wir u n s  dabei auf den im uni- 
taren Raum enthaltenen reellen orthogonalen Raum beschranken, 
fur welchen die Einbettungsaufgabe dann folgendermassen lautet : 
Die Gesamtheit der linearen Teilraume eines dreidimensionalen 
orthogonalen Vektorraumes ist so eineindeutig in einen Booleschen 
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Verband abzubilden, dass fur heliebige orthogonale Teilriiume ( I ,  

b gilt f (a  - b)  = f (a) - f (b) ,  f (a  - b)  = f ( a )  - f ( b )  und dass 
das Bild des Nullraumes das Nullelement, das Bild des ganzen Hau- 
mes das Einselement des Booleschen Verbandes ist. Da jeder 
Roolesche Verband homomorph auf den Booleschen Verband von 
zwei Elementen abgebildet werden kann, ergibt sich aus der Losung 
der Einbettungsaufgabe die Losung der folgcnden Prophezeiungs- 
aufgabe : Es ist jedem linearen Teilraum eines dreidimensionalen 
orthogonalen Vektorraumes einer der Werte w (ahr), f (alsch) so 
zuzuordnen, dass die folgenden Bedingungcn erfullt sind : Dem 
ganzen Rauni ist w, dem Nullraum f zugeordnet; sind a und b 
orthogonale Teilriiume, so ist ihreni Durchschnitt a - b gennu dann 
der Wert w zugeordnet, wenn beiden der Wert w zugeordnet ist, 
und es ist dem von ihnen aufgespannten Teilraum a - b genau 
dann der Wert. w zugeordnet, wenn mindestcns einem der ‘Teil- 
raume a, b der Wert w zugeordnet ist. 

Ein elementargeometrisches Argument zeig t, dass eine solche 
Zuordnung unm6glich ist, und dass daher uber ein quantenmecha- 
nisches System (von Ausnahmefallen abgesehen) keine konsistenten 
Prophezciungen moglich sind. 
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